MATEMATICA 122 ANO
Probabilidades. Continuidade e assintotas PROF. JORGE PINTO

1. Um saco contém nove cartées, numerados de 1 a 9 e indistinguiveis ao tato.

Retiraram-se todos os cartdoes do saco, um a um, e colocaram-se em fila numa mesa.

Qual é a probabilidade de os numeros inscritos nos trés primeiros cartdbes serem primos?

(A) = (B) - (€)= (D)~

Sol. Opgéo (B)
. Considere o problema: “Considere todos os numeros naturais de sete algarismos que se podem escrever
utilizando um algarismo 0, um algarismo 1, dois algarismos 8 e trés algarismos 9. Determine quantos

destes numeros sdo pares.

Sol. 160

. Seja E 0 espago amostral associado a uma certa experiéncia aleatdria. Sejam A e B dois acontecimentos
(AcEeBCE).

Sabe-se que:
eP(4A) =03
eP(B)=0,5

eP(ANB) =04
Determine o valor da probabilidade condicionada P(B|(A U B)).
Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

1
Sol. =
6

. Um supermercado vende uma certa marca de biscoitos em pacotes. Um estudo feito a esta marca de
biscoitos revelou que:
e 70 % das embalagens que nao estéo intactas tém pelo menos um biscoito partido.
¢ 90 % das embalagens intactas ndo contém nenhum biscoito partido.
Sabe-se que, num certo dia, o supermercado tem 160 pacotes de biscoitos daquela marca, dos quais
oito ndo estao intactos.
a. Escolhendo, ao acaso, um dos 160 pacotes, qual é a probabilidade de ter pelo menos um biscoito
partido?
b. Considere os acontecimentos:
I: «o pacote escolhido esta intacto»
P: «o pacote escolhido tem pelo menos um biscoito partido».

Averigue se os acontecimentos / e P s&o independentes.

Sol. a. 0,13 b. ndo séo independentes



5. Seja (E,P (E),P) um espago de probabilidades e A, B € P (E) dois acontecimentos possiveis.

Utilizando a férmula da probabilidade condicionada e as propriedades das operagdes com conjuntos,

prova que:

P ((E nA) |A> = P(B|4)

6. Uma caixa contém bolas, indistinguiveis ao tato, numeradas de 1 a 20 . As bolas numeradas de 1 a 10
tém cor verde, e as bolas numeradas de 11 a 20 tém cor amarela. Considera a experiéncia aleatéria que
consiste em retirar, sucessivamente, duas bolas da caixa, ndo repondo a primeira bola retirada, e em
registar a cor das bolas retiradas.

a. Determina a probabilidade de as duas bolas retiradas da caixa terem cores diferentes.
Apresenta o resultado na forma de fragao irredutivel.
b. Na mesma experiéncia aleatéria, considera os acontecimentos:

A : «A 1.2 bola retirada é verde.»
B : «A 2.2 bola retirada é amarela.»
C : «O nimero da 2.2 bola retirada é par.»

O valor da probabilidade condicionada P((B n.C)|A) ¢ % .

Num pequeno texto, sem utilizar a formula da probabilidade condicionada, explica o valor dado,
comegando por interpretar o significado de P((B N.€)]A) , no contexto da situagao, e fazendo

referéncia:

— a Regra de Laplace;
— ao numero de casos possiveis;
— ao numero de casos favoraveis.

10
Sol.a. —
19

b. P ((B n C) |A) significa a probabilidade de a 2.2 bola retirada ser amarela e par, sabendo que a 1.2 bola foi
verde. Se a 1.2 bola retirada foi verde, temos, entdo, agora, um total de 19 bolas na caixa (n.” de casos possiveis) das quais 5 (as bolas 12,14 ,16,18 e
20) sdo pares e amarelas (n.° de casos favoraveis). Entdo, pela regra de Laplace, sendo a probabilidade o quociente entre o nimero de casos favoraveis e

. po . 5
o nuimero de casos possivels, obtém-se 1—9

7. Numa determinada populagéo bovina, a percentagem de vacas é 45%. Sabe-se que 2% das vacas sao
portadoras de uma certa doenga. A incidéncia da doenga nos bois é 1% . Escolhe-se ao acaso um

elemento da populagéo.
Determina a probabilidade de ser um boi, sabendo que é portador da doencga.

Apresenta o resultado em percentagem, arredondado as unidades.

Sol. 38%



8. Considere o seguinte problema:
Um saco tem 14 bolas idénticas: trés com o numero 2, sete com o numero 3 e quatro com o numero 4.
Retiram-se do saco duas bolas ao acaso.
Qual é a probabilidade de a soma dos numeros das bolas ser igual a 67

., 3x4+7C
Uma resposta correta é: TZ
2

Numa pequena composicao, explique o raciocinio que leva a esta resposta fazendo referéncia:
¢ a Regra de Laplace;
* a0 numero de casos possiveis;

e a0 numero de casos favoraveis.

Sol. Numa experiéncia aleatdria em que os acontecimentos elementares sdo equiprovaveis, a probabilidade de um acontecimento A é dada pelo quociente entre o nimero de casos
favoraveis ao acontecimento A e o nimero de casos possiveis — Lei de Laplace.

Nesta situagdo o nimero de casos possiveis é igual ao nimero de formas de selecionar duas bolas quaisquer das catorze disponiveis, ou seja, é *C,.

Para que a soma dos numeros das bolas extraidas seja seis, temos duas situagdes: sai uma bola com o nimero 2 e uma bola com o nimero 4 ou saem duas bolas com o nimero

trés. O nimero de formas de selecionar uma bola com o nimero 2 e uma bola com o nimero 4 é de 3 x 4. O nimero de formas.de seleccionar duas bolas com o nimero 3 é de

7C,. Assim sendo, o nimero de casos favoraveis ¢ de 3 x 4 + 7C,.

Portanto, pela Lei de Laplace, a probabilidade de a soma dos nimeros das bolas ser igual a 6 é de

3x4+ 7C,
1462

9. De uma turma de 12.° ano, sabe-se que:
7 ~ ;. ,
. = dos alunos vém a série Peaky Blinders;

o metade dos alunos vém a série How | met your mother,

e um em cada cinco alunos que vé a série.How | met your mother ndo vé a série Peaky Blinders.
Escolheu-se, ao acaso, um aluno dessa turma.

Determine a probabilidade de o aluno escolhido ver a série Peaky Blinders e nédo ver a série How | met

your mother. Apresente o resultado na forma de dizima.
Sol. 0,3
10. De uma escola de Ensino Basico e Secundario, sabe-se que todos os seus alunos almogam nas

instalagcdes da escola: uns optam pelo menu da cantina e os restantes trazem almoco de casa.
Sabe-se ainda que:

e 70% dos alunos frequentam o Ensino Secundario;

e 2 em cada 10 alunos que frequentam o Ensino Secundario almogam todos os dias na cantina;

e um sexto dos alunos que frequentam o Ensino Basico opta por trazer o almocgo de casa todos os dias.
Escolheu-se ao acaso um dos alunos desta escola para participar num debate.

Qual é a probabilidade de ter sido escolhido um aluno que frequenta o Ensino Basico ou que almoce na

cantina, mas ndo ambos? Apresente o resultado na forma de percentagem.
Sol. 19%

11. Tendo em vista a renovagao dos quadros, o departamento de recursos humanos de uma empresa

concluiu que:



e 0 numero de trabalhadores que se encontram em condigdes de pré-reforma é igual

a metade do numero de homens que trabalham na empresa;

« seis em cada dez trabalhadores da empresa em condi¢cdes de pré-reforma sdo

homens;

e 75% das mulheres que trabalham na empresa nao estdo em condicbes de pré-

reforma.

a. Mostre que em cada 18 trabalhadores da empresa, cinco estdo em condi¢des de pré-
reforma.

b. Se a empresa tem 540 trabalhadores, quantos destes sdo mulheres?

Sol. a. Portanto, como P(R) :i, podemos concluir que cinco em cada 18 trabalhadores da empresa, estdo em condi¢des de pré-
18

reforma. b. 240 mulheres

12. Uma caixa | contém vérias bolas numeradas.
Uma caixa 2 contém 31 bolas numeradas com nimeros.pares e algumas bolas numeradas com ntimeros

impares.

Considere a experiéncia que consiste em tirar simultaneamente e ao acaso duas bolas da caixa 1, coloca-
las na caixa2 e, em seguida, tirar, também ao acaso, uma bola da caixa 2.

Sejam 4 e B ©s acontecimentos:
A: “A soma dos nimeros das bolas tiradas da caixa 1 ¢ um niimero impar”
B: “A bola retirada da caixa 2 tem um nimero impar”

Sabendo que P(B|A)=—, o nimero de bolas com nimero impar que inicialmente estavam na caixa 2 ¢:
3

A) I8 B) 15
© 12 D 9

Sol. (B)



13. Considere uma empresa em que, relativamente aos seus trabalhadores, se sabe que:

« dois em cada cinco sdo mulheres;
o 24% sao mulheres do quadro da empresa (t€m contrato de trabalho permanente);

« aterca parte dos homens ndo pertencem ao quadro (tém contrato de trabalho a

prazo).

a. Escolhido, ao acaso, um trabalhador dessa empresa, determine a probabilidade de esse trabalhador
1. pertencer ao quadro da empresa, sabendo que ¢ uma mulher;
ii. pertencer ao quadro da empresa;

iii. ser um homem sabendo que ndo pertence ao quadro da empresa.

b. Determine o nimero de trabalhadores da empresa, sabendo que 36 destes sdo mulheres que nao

pertencem ao quadro.

Sol. a.i. 0,6 ii 0,64 iiig b. 225 trabalhadores

14. Seja Eum conjunto finito, P uma probabilidade em P (E) e sejam 4 e B dois acontecimentos
possiveis (4,Be?P (E))
Sabe-se que P(Z_gu(ZmB))zP(E)JrP(AmB)

Qual ¢ o valor de P(A | B)?

(A) (B) © (D)

N | —
W N

1 1
4 3

Sol. Opgéo: (C)

15. Seja f a fungao, de dominio R, definida por:
ﬁ se x<0
fx)={ k* =5k +4 se x=0

2x

— =2 se x>0
xX+5

a. Em qual das opgbes seguintes se encontra um valor real de k para o qual a fungao f é continua?
(A) -2 (B)1 (C)3 (D) 4

b. Estude a fungdo f quanto a existéncia de assintotas nado verticais ao seu grafico e, caso

exista(m), escreva a(s) sua(s) equagao(des).



Sol. a. Opgao (C) b. f ndo apresenta assintotas nao verticais quando x - —c

y = 0 é assintota ndo vertical, em particular, é assintota horizontal ao grafico da fungdo f quando x — +oco.

16. Seja o conjunto finito E 0 espago de resultados associado a uma certa experiéncia aleatéria. Sejam A e

B dois acontecimentos (A c EeB C E).
Sabe-se que P (4) =2 (1 — P(A U B).
Determine P(B|A).

17. Seja g a fungéo, de dominio R, definida por:

x%2—4
Se
6—3x
gx) = 0 se
xZ—4x+4
Se

x3-3x2+2x
a. Qual das afirmagdes seguintes é verdadeira?
(A) A fungédo g ndo tem zeros.
(B) A fungéo g tem um unico zero.
(C) A funcéo g tem exatamente dois zeros.

(D) A funcéo g tem exatamente trés zeros.

x <2
X =
x> 2

b. Estude a fungédo g quanto a continuidade no ponto de abcissa x = 2.

c. Considere a fungao h,«de dominio ]2, +o|[, definida por h(x) = —

1
g’

1
Sol. =
2

Opgéo (C)

Estude a fungéo h quanto a existéncia de assintotas nao verticais ao seu grafico.

Sol. g é continua em x = 2. Areta de equagdo y = x + 1 é assintota obliqua ao grafico de h quando x—+.

18. Na figura esta a representagéo grafica de uma fungao g, de dominio R, continua em R\{0}.

Considere a sucessao de termo geral u,, = 2™ — 3". Indique o y

valorde lim g(u,).
n-+oo

(A) —oo (B) 0 €)1 (D) +o0

Opgéo (C)

A




19. Sejam f e g duas fungdes reais, ambas de dominio R*.
Sabe-se que:
e lim (f(x)+x—1)=0;
X—+00

e afungdo g é definida por g(x) = f(xl_h/?

Prove que o grafico de g tem uma unica assintota horizontal e indique uma sua equacgao.

Sol. areta de equagdo y = —1 é assintota horizontal ao grafico de g quando x—+= e é a Unica.

20. Seja g a fungéo de dominio [—9, +oo[ definida por:

Vx3 4+ 9x2
m se x<O0
gx) = 1 se x=0
1 —x?
X+ x se x>0

Estude a fungéo g quanto a continuidade no ponto de abcissa x = 0.

21. Na figura esta parte da representagao grafica de uma fungéo f de dominio R e continua em R\{1}.

. ~ n+1 .
Considere a sucesséao de termo geral u,, = — Indique o'valor

lim f(uy,).

n—-+oo

y

4

A

Sol. g ndo é continua em x = 0.

(A) -1 (B) 1 (C) —oo (D) +oo
Sol. Opgéo (D)

22. Sejam f e g duas fungdes reais ambas de dominio |—oo, —1].
Sabe-se que:
e lim (f(x) —2x+ 1) =0;
X——00

« afungao g6 definida por g(x) = L2

Prove que o grafico de g tem uma assintota horizontal e indique uma sua equagéo.

Sol. a reta de equagéo y = 3 é assintota horizontal ao grafico de g

de

23. Na figura esta desenhada parte da representagéo grafica de uma fungao racional f, cujo dominio &

N

R\{2}. A reta de equacgéo x = 2 é assintota vertical ao grafico de
Considere a sucesséao de termo geral x,, = 21;_—1 Sejau, = f(x,).

Qual dos seguintes € o valor de lim u,,?

T ——

4
y

A

|

(A) 2 (B)O (C) +o0 (D) —

Opgéo (D)

f.



24. Na figura esta representada parte dos graficos de duas fungdes f e g, sendo f uma fungéo polinomial
de grau 3 e g uma fungao racional. O grafico de f interseta o eixo Ox nos pontos de abcissas 0, 1 e 2.
As retas de equagdes x = 1 e y = 0 sao assintotas ao grafico de g.

Qual das seguintes afirmacgoes é falsa?

(A) lim 22 = 4o

x—+00 g(x)

P (CO
(B) alcl—{rig(x) =0

g _
(C) lim 25 =+

g0 _
(D) lim 205 =

Opgao (C)
. . . . Jx
25. Seja f'a fungdo, de dominio [0,+o0[ \{1}, definida por f(x)= o
x p—
Considera a sucessdo de numeros reais (ux, ) tal que x, = =
n
Qual ¢ o valor de lim f'(x,)?
(A) +00 (B) 0 (C) Zo0 (D) 1
Sol. (c)

26. Seja f a fungado de dominio R\{2} definida por:
2

k + se x<0
() = x—1
f x> —5x+6
W se x>0Ax#2

a. Determine k, sabendo que a fungao f é continua em x = 0.
b. Considere agora k = 0. Estude a fungdo f quanto a existéncia de assintotas horizontais ao seu
grafico.
Sol. k = 2 A reta de equagao y = 0 é assintota horizontal ao grafico de f quando x - —c. A reta de equacéo y = 1 é assintota

horizontal ao grafico de f quando x — +oo.

27. Seja f uma fungdo, de dominio e contradominio R*, tal que a reta de equagéo

x2

)

y = 3x — 2 é assintota ao seu grafico. Seja g a fungéo, de dominio R*, definida por g(x) =

Mostre que a reta de equagéo y = éx + % € assintota ao grafico de g.



28. Na figura esta a representagao grafica de uma fungao f, da qual a reta r € uma assintota. Sabe-se
ainda que os pontos (0, 6) e (3, 0) sdo pontos da reta r. Ty
6

Qual das seguintes afirmacgoes é falsa?
(A) lirP fx)+2x)=6

X—>+4 00
(B) lim 2= —2

x>+ X o 3 x

(C) xl_i)rpoo(f(x) +2x—-6)=0

(D) Jim f(x)= lim (2x - 6)

v

Sol. opgédo (D)
29. Seja f a fungao, de dominio R, definida por:

2x+2

<
) e se x=1
foo =1 75
——— se x>1
x“—-2x+1

Sem recorrer a calculadora, resolva as duas alineas seguintes.
a. Averigue se existe lin} f(x).
X—

b. Estude a fungdo f quanto a existéncia de assintotas horizontais ao seu grafico e, caso existam,
escreva as suas equagoes.
Sol. Nao existe jlflil’} ).
y = —2 é assintota horizontal ao grafico de f quando x —» —oo.
y.= 2 é assintota horizontal ao grafico de f quando x — +co.
30. Considere a fungéo f de dominio R\{3}, definida por:

xt -4

sex< —3
x+3
V6 +x-3
f(x) % sefl—3<x<3
1.3
— se x >3
| —2x+ 6|

a. Estude.afungéo f quanto a continuidade.

Determine, caso existam, as equagdes das assintotas ao grafico de f.
sol. a. fé continua em R\{—3,3} b. areta de equacédo x = —3 e uma assintota vertical ao grafico de f.
y = x — 3 € assintota ao grafico de f quando x —» —oo.

y = 0 é assintota horizontal ao grafico de f quando x — +oo.

31. Na figura esta representada parte do grafico de uma fungéo f de dominio IR.



Sabe-se que:

e y =5 é uma assintota horizontal ao grafico de f ;
e x = 2 é uma assintota vertical ao grafico de f ;

e f écontinuaem IR \{2} .

+ 2n

Considere a sucessao (a,) ) definida por a, = !
Qual é o valor de lim f(a,) ?

(A) - o0 (C) 4

(B) 2 (D)5

=Y

Sol. Opgdo (A)



